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Dvodimenzionalni interpolacijski spline

DANIJEL GRAHOVAC™*

Sazetak. U radu se analizira problem interpolacije funkcije f : D —
R, D C R? poznate na diskretnom skupu toéaka. Posebno se analizira
i “lustrira primjena spline funkcija. Problem je ilustriran na nekoliko
primjera uz uporabu metode produkta.

Kljuéne rijeci: spline interpolacija, metoda produkta, B-spline,
aproksimacija ploha

Two-dimensional interpolation spline

Abstract. The paper analyzes the problem of interpolation of
function f : D — R, D C R? known on a discrete set of points. The
usage of spline functions is especially analyzed and illustrated. Problem
is illustrated on several examples by the use of product method.

Key words: spline interpolation, product method, B-spline, surface
fitting

1. Uvod

Cesto je u praksi neka funkcija poznata samo na nekom diskretnom skupu tocaka.
Potrebno je odrediti takvu aproksimaciju ove funkcije, koja se sa zadanom funkci-
jom podudara na tom skupu toc¢aka. Ovaj problem naziva se problem interpolacije.
Najcesce aproksimacijsku funkciju trazimo na prostoru polinoma kao interpolacijski
polinom. Medutim, kada je broj tocaka u kojima poznajemo vrijednost funkcije ve-
lik, interpolacijski polinom je visokog stupnja i kao takav neuporabiv u primjenama.
Umjesto toga koristi se po dijelovima polinomna interpolacija. Najpoznatija inter-
polacija po dijelovima je spline interpolacija. Od svih spline funkcija, kubi¢ni in-
terpolacijski spline je vjerojatno najvise koristen i najbolje izucen u smislu aproksi-
macije i brojnih primjena, od aproksimacije u raznim normama, do rjeSavanja rub-
nih problema za obic¢ne diferencijalne jednadzbe. Ime ”spline” oznacava elasticnu
letvicu koja se mogla ucvrstiti na rebra brodova kako bi se modelirao oblik oplate
broda. Toc¢na etimologija rijeci pomalo je zaboravljena, a u matematickom smislu
pojavljuje se prvi put u Eulerovim radovima, oko 1700. godine, i slijedi mehanicku
definiciju elasti¢nog stapa.

Dvodimenzionalni interpolacijski spline ima Siroku primjenu u znanosti i prim-
jenama. Primjerice, zainteresirani Citatelj moze prouciti primjer 11.6. u [7, str.
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219], u kojem je opisano kako se u neurokirurgiji moze rekonstruirati izgled i oblik
tumora na mozgu uz pomo¢ dobivenih CT slika.

2. Interpolacijski spline

Problem trazenja interpolacijske funkcije vise varijabli slozen je problem koji je
privukao mnogo pozornosti, kako u proslosti tako i danas. Taj problem u slucaju
dvije varijable u literaturi se jos esto naziva i aproksimacija plohe!, iako postoji
razlika u ta dva pojma (vidi primjerice [7], [14]). Naime, interpolacija podrazumi-
jeva da interpolacijska funkcija prolazi kroz sve zadane tocke, dok aproksimacija
dopusta pogreske u odredenoj mjeri, a zatim se ploha zagladuje.

Opcenito, problem mozemo definirati ovako: poznato je n razlic¢itih tocaka u
prostoru (z;, v, fi) € R3, i =1,...,n. Potrebno je pronaéi funkciju f : R? — R
odredene klase, tako da je

Uloga koju polinomi imaju u slucaju interpolacije funkcijom jedne varijable je
jednako prisutna i u sluc¢aju dvije varijable. Prostor svih polinoma dvije varijable
stupnja najvise k oznacavamo s I (R?), ili mozemo krace pisati IT. Tipic¢an ele-
ment prostora IIx(R?) je funkcija oblika

ko ki
(@) = > > eya'y) = > cyaly.
=0 j=0 0<iti<k

Lako se pokaze (vidi [12]) da je baza prostora IIj skup funkcija
(z,y) — x'y, 0<i+j<k.

Iz toga zakljuéujemo da je dimenzija prostora II;(R?) jednaka 1(k + 1)(k + 2).

Prirodna ideja interpolacije jest za zadane tocke odabrati funkcije iz baze nekog
prostora polinoma dvije varijable, te zatim naciniti linearnu kombinaciju tih funkcija
koja ¢e interpolirati zadane tocke. To nije uvijek jednostavno jer se broj funkcija
u bazi moze razlikovati od broja zadanih tocaka. Primjerice, Il ima 6 funkcija u
bazi, a II3 ima 10 funkcija u bazi. Ako je primjerice zadano 8 tocaka, tada treba
kombinirati funkcije iz baze za Ilo i II5.

Pretpostavimo da smo odabrali skup funkcija baze ¢iji je broj jednak broju
zadanih tocaka. U slucaju funkcije jedne varijable, postoji jedinstveni interpolacijski
polinom (vidi primjerice [12], [19]). U slu¢aju interpolacije u prostoru takva tvrdnja
ne moze se opc¢enito dokazati. Sljedeci primjeri ilustriraju taj problem.

Neka su zadane ¢éetiri tocke u prostoru (x;, s, fi), ¢ = 1,...,4, 1 oznacimo neka
je P; = (x;,y;). Nadalje, neka je P, = (1,1), Po = (—1,1), Ps = (—-1,-1), Py =
(1,—1). Prirodno je odabrati bazne funkcije na sljedeéi nac¢in: 1, z,y,xy. Treba
pronadi parametre ai, as, as, as tako da je:

a1 + ag; + asy; + AqT;Y; = fi; = 1, 2, 3, 4. (2)

leng. surface fitting
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Na taj nacin dobivamo funkciju
p(z,y) = a1 + asx + azy + asxy, (3)

koja interpolira zadane tocke. Ova funkcija naziva se bilinearna jer pridruzivanjem
konstantne vrijednosti varijabli z ili varijabli y, dobijemo linearnu funkciju. Opcenito,
ako restrikcije polinoma dvije varijable na samo jednu od njih daju linearni, kvadratni,
kubiéni polinom, onda takav polinom dvije varijable nazivamo redom bilinearan,
bikvadratni, bikubicni.

Trazenje nepoznatih parametara ai, as, as, a4 svodi se na rjesavanje sustava jed-

nadzbi:
ar+ax+az+as = fi
ay —ax+az —ag = fo
ay —ay —asz+a4 = f3

a1 +ag —az —ag = f4

koji ima jedinstveno rjesenje
ap = i(fl +fat+ fs+ fa),
az = i(fl —f2 = f3— f1),
ag = i(fl + f2 = f3 = f1),

ar=3(fi— o+ fs+ fa),

neovisno o vrijednostima fi, fo, fs, fa.
Medutim, ako je P{ = (1,0), Py =(0,1), P; = (-1,0), P; = (0, —1), dobivamo
sustav

ay +az = fi
ay +az = f
ap —az = f3

&1—a3:f4

koji ne mora uvijek biti rjesiv (primjerice, ako je f1+ f3 # fa+ f1). Dakle, opéenito,
za proizvoljne funkcijske vrijednosti polinom koji interpolira tocke P/ ne postoji.

Ako krenemo korak dalje s odabirom baznih funkcija i promatramo skup 1, z, y,
22442, moze se pokazati da interpolacijski polinom opéenito ne postoji za oba skupa
tocaka. Zbog ovakvih problema, ali i zbog velike pogreske aproksimacije, direktna
polinomna interpolacija nije preporucljiva, osobito ako je skup tocaka velik. U tom
slucaju, cak i ako postoji interpolacijski polinom, dolazi do ozbiljnih problema u
njegovom izracunavanju.

No, iako pokazuju neka losa svojstva, polinomi su i te kako vazni u dvodimen-
zionalnoj interpolaciji i imaju i vazne dobre karakteristike. Primijetimo da se u
prethodnom primjeru, zapravo radi o kvadratima sa srediStem u ishodistu. Dva
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kvadrata iz primjera mogu se dobiti jedan iz drugoga rotacijom i kontrakcijom,
odnosno dilatacijom. Moze se pokazati da jedinstveni bilinearni interpolant postoji
za svaki kvadrat u svakom slucaju, osim kad je kvadrat rotiran kao u drugom primje-
ru, tj. kad su mu vrhovi na kooordinatnim osima. Sli¢no, moze se pokazati da ako
promatramo interpolaciju tri nekolinearne tocke u ravnini s zadanim funkcijskim
vrijednostima, onda postoji jedinstveni linearni polinom koji interpolira te vrijed-
nosti (vidi primjerice [14]). U oba slucaja interpolacija se najprije moze napraviti
na nekom odabranom standardnom pravokutniku, odnosno trokutu, a zatim trans-
formirati na zadani pravokutnik odnosno trokut. Ovakve metode postaju vazne
kada je potrebna interpolacija na mnogo razli¢itih pravokutnika, odnosno trokuta,
i predstavlja osnovu racunalne implementacije tzv. metode kona¢nih elemenata.

Kako su spline funkcije vrlo vazne u interpolaciji funkcijama jedne varijable, tako
su i njihove generalizacije bitne za sluc¢aj dvije varijable. Postoji mnogo nac¢ina kako
se spline funkcije jedne varijable mogu prosiriti na dvije dimenzije. Najjednostavnija
je svakako interpolacija produktom. Opcenito, problem interpolacije se razdvaja
na dva razli¢ita slucaja: kada su tocke pravilno rasporedene u obliku resetke te
slucaj kad su tocke nepravilno rasporedene. U prvom slucaju, spline funkcije se
jasno mogu iskoristiti, dok kod nepravilnog rasporeda raste kompleksnost takve
generalizacije, pa su splineovi racunski manje atraktivni. Takve dvije generalizacije
koje se mogu koristiti i na proizvoljno rasporedenim podacima su Powell-Sabin
splineovi 1 simplex splineovi (vise o tome u [7]). Za podatke u resetki razvijena
je 1 posebna klasa tzv. box-splineova, kojoj je posveéeno dosta paznje u brojnoj
literaturi (vidi primjerice [6]). Dvije najvaznije metode za rjeSavanja problema
interpolacije na tockama rasporedenim u reSetki u ravnini su metoda produkta i
metoda stapanja funkcija.

2.1. Interpolacija produktom

Problem interpolacije ploha moze se nekad rijesiti tenzorskim produktom (ili krace
produktom) interpolacijskih funkcija jedne varijable. Pretpostavimo da podaci leze
na potpunoj pravokutnoj resetki? (mrezi) u zy ravnini te da su funkcijske vrijednosti
pridruzene svakoj tocki. Neka je zadano (m+1) x (n+1) tocaka u resetki, (m+1) u
jednom i (n+1) u drugom smjeru. Neka su rubovi resetke paralelni s koordinatnim
osima te neka su svakoj tocki pridruzene koordinate (z;,y;) 1 brojevi fi; gdje i =
0,...,m, 7=0,...,n. Pretpostavimo da vrijedi zg < z1 < - <z iyo < y1 <
-++ < yp. Treba odrediti funkciju f(z,y) definiranu na [xg, z.,] X [yo, yn] za koju
vrijedi f(x;,y:) = fi; za sve 4, j. Specijalno, za resetku ¢emo reéi da je uniformna,
ako su ¢vorovi zg,Z1,...,Ty 1 Cvorovi yo,yi,...,Yy, uniformno rasporedeni duz
x, odnosno y osi. U mnogim prakti¢nim problemima, tocke nisu rasporedene na
ovaj nacin. No, Cesto je slucaj da podaci budu blizu nekoj regularnoj strukturi.
Tada je moguce uz odredenu obradu, primjerice dodavanjem ili izbacivanjem tocaka,
modificirati podatke tako da se oni uklapaju u pravokutnu resetku.

Osnovna ideja kako rijesiti ovaj problem interpolacije, jest interpolirati podatke
duz linija resetke paralelnim s koordinatnim osima, te zatim nekako ih kombinirati
kako bi dobili funkciju na cijelom pravokutniku. Tehnike interpolacije mogu biti

2eng. lattice, grid
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razli¢ite, primjerice, polinomijalna interpolacija ili prirodni kubic¢ni interpolacijski

spline. Koristenjem interpolacijskog splinea dolazimo do splineova vise varijabli.

Bez obzira koju tehniku koristili, potrebno je konstruirati skup kardinalnih funkcija

baze za skupove tocaka na liniji. Njih dobijemo tako da za tocke na liniji ¢ < 1 <
- < Ty, definiramo tzv. i-tu kardinalnu funkciju na sljedeéi nacin

1, akojei =7
pi(x;) = s
0, ako je i # j.

Na ovaj nac¢in dobijemo m + 1 kardinalnih baznih funkcija ¢g, @1, ..., @m. Istim
postupkom definiramo kardinalne bazne funkcije g, 11, . . ., ¥y, za tocke yg < y1 <

- < yp. Od ovako konstruiranih baznih funkcija definirat ¢emo (m + 1)(n + 1)
kardinalnih baznih funkcija u ravnini

cij(z,y) = i(@)Y;(y),  i=0,....,m, j=0,...,n. (4)

Iz definicije ovih funkcija jasno je da one zadovoljavaju sljedec¢e uvjete u tockama
resetke:

1, akojek=1dil=
()

0, inace

cij(r, y1) = wi(xr);(n) = {

Dakle, funkcije ¢;; ponasaju se kao kardinalne funkcije, ali ovaj put na pravokutnoj
reSetki. Sada se lako definira funkcija koja interpolira zadane vrijednosti f;; u

tockama (z;, y;):
Zz.fwcw (z,y). (6)

7=01=0

Za konstrukciju interpolacijskog polinoma mogu se koristiti i neke druge bazne
funkcije, primjerice mozemo koristiti B-splineove koji su baza prostora interpo-

lacijskih spline funkcija. Neka su konstruirane baze B-splineova o, @1, - - ., Pm za
TOy L1y -y Ty t€ W0, W1, . .., Yy za EVOTOVE Yo, Y1, - - - , Ym. Funkcije produkta su sada
Gij(x,y) = @i(x)i(y),  i=0,...,m, j=0,...,n, (7)

ali one ne zadovoljavaju uvjete kardinalnosti (5). Definirajmo sada funkciju

ZZO[”C” (z,y), ai €R. (8)

7=0 =0

Moze se pokazati da se parametri o;; mogu na jedinstven nacin odrediti tako da

bude P(z,y) = fij zasvakii =0,1,...,m,j=0,1,...,n. Tako dobivena ploha po-

dudara se s plohom (6), ali je opisana na drugaciji nacin. Posebno, ako je tako defini-

rana ploha nacinjena od prirodnog kubi¢nog splinea onda ju nazivamo bikubicna

spline ploha®, i ona predstavlja funkciju klase C? na definiranom pravokutniku.

Ovaj naziv Cesto se koristi i za kubicne splineove s drugacijim rubnim uvjetima.
Vrijedi sljededi vazni teorem (vidi [14]).

Seng. bicubic spline surface
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Teorem 1. Neka je o, p1, ..., 0m skup funkcijo i o < 1 < -+ < Ty Skup
tocaka s svojstvom da za bilo koje fo, fi,..., fm postoje jedinstveni realni brojevi
0, A1, . ., U, takvi da je D00 cupi(z;) = fj za j = 0,1,...,m. Neka funkcije
Vo, Y1, . . ., Y iMmaju isto odgovarajuce svojstvo za tocke yo < y1 < - - < yy te neka
je

Clj(xay)zwl(x)wj(y)a z:O,,m, ]:Oaan

Tada, za svaki skup brojeva f;; postoji jedinstveni odgovarajuci skup brojeva ouj
takav da funkcija P(z,y) = Z?:o Yoitoaiicij(z,y) zadovoljava uvjete interpolacije
P(z;,y;) = fij za svei=0,....m, j=0,...,n.

Funkcije nastale produktom intuitivno se najlakse predstavljaju preko kardinal-
nih baznih funkcija. No, kardinalna baza ¢esto nije najbolji odabir za racunske
svrhe. Racunanje i pohrana kardinalnih funkcija ¢; i 1; moze biti vrlo zahtjevno.
Za spline tehnike s velikim brojem tocaka, uporaba B-splineova za baze pokazuje se
kao najpouzdanija s racunskog gledista.

Princip produkta moze se koristiti i onda kad su uz funkcijske vrijednosti, poz-
nate i vrijednosti derivacija u zadanim tockama. Ovaj postupak mozemo opisati
kao prosirenje Hermiteove interpolacije na dvije dimenzije (vidi [14]).

Za ilustraciju metode produkta koristit ¢emo sljedeéi primjer. Promatramo
funkciju f : [0,2] x [0,1] — R,

1, y—z>1

z,y) =
o (/e - 32+ - 37) 41), G- P - s
0, inace

Na izabranoj resetci (x;,y;),¢ = 0,...,m, j = 0,...,n odredimo brojeve f;; =
f(xs,y;) 1 interpoliramo ove podatke. Model je odabran tako da ima dva ruba na
kojima dolazi do prekida prvih derivacija. Graf funkcije prikazan je naslici 1(a). Na
slici 1 prikazan je primjer interpolacije funkcije f metodom produkta uz pomo¢ B-
spline funkcija za razli¢iti broj tocaka interpolacije. Interpolira se po pravokutnoj
reSetki s uniformno rasporedenim tockama. Primjecujemo da povecanjem broja
tocaka, plohe sve vise slice zadanoj plohi. Slike su izradene uz pomoé programskog
paketa Mathematica.
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(c) 55 tocaka interpolacije (d) 153 tocaka interpolacije

Slika 1. Interpolacija bikubi¢nim splineom za razli¢iti broj tocaka.

U primjeru su koriStene B-spline funkcije. Isticu se svojom elegantnom teorijom
i dobrim ponaSanjem u numeric¢kim izra¢unima. Na slici 2 prikazano je 15 B-spline
funkcija koje ¢ine bazu za tocke interpolacije u slu¢aju prikazanom slikom 1(b).
Linearna kombinacija tih B-spline funkcija daje interpolacijski spline sa slike 1(b).
Vise o B-spline funkcijama i na¢inu njihova definiranja moze se vidjeti u [12], [14],
[15].
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Slika 2. Primjer B-splineova za 15 uniformno rasporedenih toc¢aka na pravokutniku
[0,2] % [0,1].

Promotrimo sada jedan prakti¢ni primjer koji ilustrira primjenu spline interpo-
lacije. Pretpostavimo da trebamo modelirati karoseriju automobila. U tu svrhu
generirali smo 308 toc¢aka koje odreduju oblik automobila. Izabrali smo pravokutnu
reSetku u xy-ravnini i u svakoj tocki te resetke odredili visinu automobila u toj tocki.
Na taj nacin dobili smo prostorne tocke koje treba interpolirati. Interpoliramo ih
metodom produkta koriste¢i spline funkcije prvog reda. Rezultat je prikazan na
slici 3.

Slika 3. Primjer modeliranja karoserije automobila.
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Sli¢ni problemi u praksi se rjesavaju koristenjem razli¢itih metoda medu kojima
su najvise zastupljeni NURBS? - neunifomne racionalne B-spline funkcije. NURBS
plohe predstavljaju svojevrsnu generalizaciju B-splinea i Bezierove krivulje i danas
su jedan od osnovih alata za 3D modeliranje. Kada bi se podaci koji opisuju auto-
mobil modelirali uz pomo¢ samo jedne NURBS plohe dobili bi modele prikazane na
slici 4. Raazli¢ite modele dobivamo koristenjem razli¢itog broja kontrolnih tocaka,
¢ime utjecemo na glatkocu plohe. Modeli se u praksi izraduju kao spoj veceg broja
razlicitih NURBS ploha. Vise o NURBS moze se vidjeti u [9], [15].

Slika 4. Primjer modeliranja karoserije automobila pomoéu NURBS ploha.

2.2. Ostale metode interpolacije

Osim metode produkta postoji jos jedna vrlo zastupljena metoda interpolacije na
pravokutnoj resetki koja se naziva stapanje funkcija®. Ideja ove metode je pronaéi
glatku plohu koja interpolira zadane podatke, ali tako da su podaci zadani u obliku
funkcija koje predstavljaju presjeke ploha na sjecistima krivulja (za vise detalja
pogledati [14]).

Mnogi interpolacijski problemi zahtijevaju da ploha bude interpolirana vrijed-
nostima u tockama koje su nejednoliko rasporedene. Problem nepravilno rasporedenih
podataka u ravnini zahtijeva puno dublju analizu. Postoji veliki broj metoda ko-
jima se ovaj problem moze rijesiti. Metode koje rjesavaju ovakve probleme opéenito
su manje toéne od metoda za interpolaciju na resetki. U ¢lanku [10] testirane su
neke metode interpolacije na proizvoljno odabranim podacima. Najvaznije i najsire
korigtene opéenite metode su metoda konaénih elemenata®, metoda radijalnih baznih

deng. non-uniform rational B-splines
Seng. blending-function method
Seng. finite elements method
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funkcija” i kriging. Metode konacnih elemenata dijeli podruéje interpolacije na neke
osnovne oblike, najéesée pravokutnike ili trokute na kojima se onda interpolira (vidi

[11],

[14], [16]). Metoda radijalnih baznih funkcija zasniva se na ideji promatranja

utjecaja nekih toc¢aka na njima susjedne tocke (vidi [16]). Kriging se oslanja na
Gaussov proces regresije i po mnogima je najoptimalniji proces visedimenzionalne
interpolacije (vidi [14], [16]).
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